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Abstract

The purpose of this essay is to test for nonlinearities in stock index returns.

The Brock-Dedhert-Scheinkman (BDS) test of independence and identicd distribution is
described. By means of simulation some properties of the BDS-test are examined, when
applied to time-series data generated from a fat tail probability distribution. These properties
are compared with the properties of the BDS-test for simulated Gaussan time-series data.
The result is that the properties of the test do nd deteriorate, onthe wntrary, they seem to
improve. The mnclusion is that the BDS-test can be gplied to econamic time series which

are knavn to have fat tails.

The BDS-test isthen used to test for independence andidenticd distributionin Swedish stock
index returns. Threetime series are wnsidered: Affarsvarlden’s general index Jan. 1949Dec
1997, monthly data; Afféarsvérlden’s genera index, May 1994May 1998, aily data; OMX
index Sept. 1994-Oct. 1994, minutely data. For al examined time series the result is that the
null hypothesis of independence and identical distribution can be rejeded at a high level of

confidence, for all tested combinations of the arbitrary parameters.

After removal of possble linea dependence (autocorrelation) from the time series by means
of autoregressve-moving average (ARMA) models, the BDS-test is used again, nov with the
null hypothesis of no norinearities. The result till i s that the null can be regjected at a high
level of confidence for all time series and parameter combinations tested. The conclusion is

that there are nonlinearities in stock index returns.
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Inledning

Syftet med denna uppsats &r att testa om det finns olinjara komporenter i aktieindex. Det
intressanta med di njara komporenter och med all sorts beroendei aktieindexavkastning &r att
de strider mot enklare finansiella teorier. Dessa teorier gor gallande at aktieindex beskrivs
fullstandigt av en slumpméssg process oberoende a/ den tidigare utvedlingen, en sk
geometrisk Brownsk rorelse. Om ickeli njart beroende kan pavisas innebér det att dessateorier
om stationar slumpvandring maste betraktas som en férenklad bild av verkligheten.
Ett stort antal undersdkningar har gjorts av om det finns ickelineaitet och kaos i aktieindex,
se Abhyankar, Copeland ach Wong (1997 for en kortfattad sasmmanstéllning. Som mest har
de dér refererade undersokningarna anvant strax under 20000 & ka métvarden som underlag,
och aktieindex, valutakurser och dverse terminer har anvénts om tidsserier. Av de
undersokningar som testat for ickelinearitet har samtliga visat pa ickelinearitet.

Det som & nytt i denna uppsats, férutom att det ror sig om nya data, & att jag genom
simulering undersoker om det vanligaste testet for ickelineaitet kan misgolka oberoende
slumptal fran en extrem sanndikhetsfordelning, och darvid ge ifrén sig resultat som antyder
att dessa slumptal skulle vara beroende. En stegvis beskrivning ges av det ovan ndmnda
ickelineaitetstestet, och desaitom finns en (forhdllandevis lattolkad) datorimplementation

som Appendix.

Bakgrund

Vid statistiska undersokningar av ekonamiska tidsserier &r det inte ovanligt, att den processf
som beskriver utvedklingen y som funktion av ett antal forklarande variabler x och ev slump
u, y="f(x,u), & delvis okand. Dvs tidssriens varde y vid en visstidpunk kan bero av ett
okant antal forklarande variabler (ev med dika tidsforskjutning) och slumpen. Detta samband
& givetvis alldeles for allmant for att vara anvandbart. For att kunra béttre forsta och ev aven
kunra forutsdga en tidseries utvedling & det normala &t en modell stélls upp, dr de
variabler som man gissar bast kan forklaray tas med. Dérefter anpassas modell ens parametrar
till ti ds=erien, ach med halp av hypotestest avgors huruvida variablerna & signifikanta dler
g. For att f& en ndgorlunda vettig modell tas sdan sidana variabler som inte visar sig vara

signifikanta bort.



D& innehdller altsd modellen enbart signifikanta forklarande variabler, men det finns inget
som siger att ala signifikanta variabler finns med. For att testa om sa & fallet brukar
residualerna, dvs avvikelsen for matdata fran modellens Kattning &: =y: — Vi, undersokas
narmare.

Det gar att komma en hit genom att helt enkelt plotta residualerna och titta pa dem. Finns det
négra tydliga samband & modellen ofull standig. Detta & emellertid en subjektiv metod, ach

den ger inget kvantitativt stod for modellens giltighet.

De krav som stélls pa residualerna fran en tillracklig modell &r féljande:

1. De har vantevardet nokE(et) = 0.

2. De har konstant varianSar(et) =k, dark ar en konstant.

3. De & oberoende: p(et = €ft-1,.... &t) =P(er =€), dvs snndikheten att & =€

paverkas inte av att man vet vad alla tidigare residualer varit.

4. De éar likafordelade.
Punkterna 3 och 4 tillsammans motsvarar det som brukar férkortas [ID: Independent,
Identicdly Distributed. Punkt 2 foljer egentligen av punk 4, men brukar 8nda tas upp som en

egen punkt eftersom forkastning av punkt 2 ar en vanlig orsak till férkastning av punkt 4.

Punkt 1 kraver att vantevardet av residualerna & noll. Ar vantevardet inte noll beror det pa dt

en konstant term saknas. Denna typ av fel ar darfor lattast att atgarda.

For att undersoka om residualerna har konstant varians finns ett antal olika tester, t ex
White's, Goldfeld-Quandt, Breusch-Pagan och Gleger’s test. Visar det sig att residualerna &
heteroskedastiska (=har icke-konstant varians), och det inte finns ndgon sjavklar modifiering
av den usprungliga moddlen, kan modellen i vissaa fall é@ndras genom att lagga till
tidsforskjutna skattade varianser ofs och tidsforskjutna kvadrerade residualer efs som

forklarande variabler. Detta beskrivs kortfattat i ett senare avsnitt (ARCH och GARCH).

Att undersoka om residualerna & oberoende & svart. Det far da namligen inte finnas nagot
slags beroende mellan dem, varken linjart eller ickelinjart. Nagot som &r lattare at testa & om
de & korrelerade. Visar det sig att det finns sgnifikant autokorrelation sd & residualernainte
oberoende. Omvandningen géll er emell ertid inte; residualerna kan vara beroende &en am det

inte gar att hitta nagon signifikant autokorrelation.



Om man misdanker att residualernainte & oberoende kan beroendet kanske (om man har tur)
ha orsakats av autokorrelation, ds ¢; kan vara signifikant korrelerad med & for négot s> 0.
Dettainnebér altsa 4t det kan finnas ett linjart samband mellan &; och . For att undersoka
detta finns ett par olika tester, t ex Durbin-Watson, Breusch-Godfrey, Box-Pierce och
Box-Ljung. Den atgard som vidtas om autokorrelation kan pavisas & att inkludera
tidsfordrojda residualeti-s,och tidsfordrojda observerade varder, i modellen.

Det finns test som testar oberoende, men tyvarr kraver dessa forhall andevis langa tidsserier.
Denna uppsats kommer att beskriva dt, BDS-testet (som kréver ca 500 maétvérden).

Losningen pa ett allmant beroende mellan residualerna ar emellertid sallan uppenbar.

En undersbkning av om residualerna uppfyller kravet pa likafordelning ar inte heller det

sarskilt latt att gora, men BDS-testet kan anvandas till att testa aven detta for langa tidsserier.

Vissaa & de ovan namnda testerna & inte idediska for att undersbka det man dfta vill
undersbka nar testerna anvands. Durbin-Watson testet anvands t ex pa grund av sin enkelhet
garna for att testa aitokorrelation, men testet signalerar ibland acksd om nagon vanlig
forklarande variabel glomts bort, varfor en signa fran testet inte dltid betyder
autokorrelation. Som namnts ovan kan Breusch-Godfrey testet ge indikation kéde vid
autokorrelation ach vid heteroskedasticitet, varfor resultatet inte blir entydigt. BDS-testet har
samma typ av problem: en signal fran testet kan ha orsakats av flera olika typer av
dataproblem. BDS-testet kan i vilket fall pa grund av sin mgjlighet att upptéadcka diverse
problem med residual erna ocksa anvandas for att ge en visslegitimitet & en upstald modell,
da testet kan ge en antydan till om det finns nagonting signifikant kvar att forklara i

residualerna eller ej.

En tidssrie bestdende av residuder, for vilken punk 1 och 2 & upgfyllda, och dessutom
kovariansen CoV(et, er-s) bara beror av s (dvs inte av tidpunken t), & svagt stationar. Detta
innebér att eventuell autokorrelation inte édras med tiden for en svagt stationér tidsserie. Om
en tidsserie innehaller t ex en trend, sa ar tidsserien inte stationar.

En tidsserie bestdende av residualer &r strikt stationar om punkt 1, 2 och 4 & uppfyllda, och
desautom eventuellt beroende (linjart och ickelinjart) inte &dras med tiden. En strikt
stationdr tidsserie & alltsi ocksa svagt stationdr. Svag stationaritet & oOnskvart om t ex

ARMA ska ge bra resultat.



Vanlig l6sning pa autokorrelation: ARIMA

Visar det sig att det finns autokorrelation, dis ett linjart beroende mellan residualerna, kan
detta dgardas t ex genom att anpassa e autoregressv modell: AR(p). p stycken fordrojda
tidigare varden finns da med som forklarande variabler: y; = aiyi1 + azyi-2 + ... + @pYi—p + Us.
Koefficienterna a1, a»...ap kan skattas med en variant av generaiserad linj&r regresson,
alternativt kan maximum likelihood-metoden tillgripas.

Det héander att p maste véljas mycket stort for att ta bort all signifikant autokorrelation. Det
kan dalonasig att istéll et forsoka med en gli dande medelvardesmodell: MA(q), dér g stycken
fordréjda tidigare innovationer ar forklarande variablér:

Yt = Ut + C1U-1 + CoUi—2 + ... + CpUi—p. Koefficienterna ci,...,Cp kan skattas pa liknande sétt
som ovan.

En kombination av de bada modellerna ovan & ARMA(p,q), dar bade tidigare innovationer
och tidigare varden tas med som forklarande variabler:

Yt = Ut + C1Ut-1 + ... + CpUip + A1Yi-1 + ... + @pYip-

Om tidsserien & ickestationar kan den ibland goras gdationdr genom differentiering. Blir
resultatet av denna differentiering stationért har man en ARIMA(p,d,g modell, dér d anger

differentieringens ordning.
Vanlig l6sning pa icke-konstant varians: ARCH och GARCH 3

Om det visat sig att variansen for residuderna inte & konstant kan detta ha orsakats av
slumpmassg variation, keroende av externa faktorer, eller beroende av historiska varianser.

Om det finns ett enkelt beroende ar historiska varianser kan dettai vissa fal avhjépas med t

ex en ARCH-modell*: &t = Ut - /ao +a1ed, +... tapefy, dér u & oberoende standardiserat
normalfordelade slumpta, ao, ..., ap & vérden som méaste skattas, och &q, ..., &p &
forklarande variabler. Detta kan ocksd skrivas om &gy, ..., &p ~ N(O,0?), dar
of =ao+aiedy +..+apet,. Eftersom residuderna forutsitts ha véntevarde nol blir

vantevardet av residualerna i kvadrat E(¢?) lika med variansen.® Darfor kallas denna modell

! MA star fér moving average.

2 |:et i ARIMAStar for integrated.

® Framstallningen féljer Greene (1997), avsnitt 12.7 och 18.2.
* ARCH=AutoRegressive Conditionally Heteroscedastic.

5 Jamfor med omskrivningevar(a) = E(a?) - (E(a))?.



autoregressv med betinga beroende i varianserna (betingad heteroskedasticitet). Modellen
for o? kan tolkas sm en MA(q)-modell, med fordrojda residualkvadrater istallet for
fordrojda funktionsvarden. For att skatta de olika koefficienterna a kan t ex maximum
likelihoodmetoden anvandas; vanlig linjar regresson & olamplig eftersom de forklarande
variablerna inte ingar linjart i sambandet §6r

Ett alternativ till ARCH &r generaliserad ARCH (= GARCH). Generaliseringen bestdr i att
forutom kvadrerade residualer nu &aven betingade varianser tas med som fdrklarande
variabler:

etler1, oo Et-qy 021, ., 02p ~ N(O,0), dar nuo? ges av

of =ao+aiedy .. tagelq+0108, +... +0p0t,. HEr & &ven d1,..,0p koefficienter som
maste skattas, och 62, ...,0&, & nyaforklarande variabler. Denna modell kan tolkas som en
ARMA (p,g-modell, med residualkvadrater istéllet for fordrojda funktionsvarden och med
fordrojda betingade residualvarianser istéllet for fordrojda residualer. Skattning av
koefficienterna kan aen hér goras med maximum likelihoodmetoden; linjar regresson b
undvikas av samma anledning som ovan.

En ARCH-modell ger ibland fler signifikanta koefficienter (dvs fler tidsfordrojda variabler
maste tas med) &n en GARCH-modell, varfor ARCH-modeller kan se mer komplicerade ut.
For GARCH-modeller & det & andra sidan betydligt svarare at skatta koefficienterna och
testa deras sgnifikans. Darfor & en ARCH-modell med ett fatal koefficienter oftast att

foredra om det ar mojligt att valja.

Ett statistiskt test av oberoende och likaférdelning

Antalet statistiska tester som har 11D (oberoende och li kaférdelning) som nall hypotes &, som
namnts mycket begransat. Ett av dessa tester & BDS-testet, som har sitt ursprung i teorin for

kaos.
Kaos

Kaosteorin behandar dynamiska system vars beteende & i hdg grad deterministiskt (dvs gyrs
av exakta lagar), men som anda pa grund av systemets konstruktion ar praktiskt taget
omajli gt att forutspa bortom ett begransat antal steg. Ett valkant exempel pa et sddant system
& vader, som bara kan forutsagas ett par dagar framat. Ett av de viktigaste kénnetedknen pa
kaos &r ett systems kanglighet for begynnel sevérden; detta forkortas ofta SIC = Sensitivity to
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Initial Condtions. Detta innebér att en liten andring av begynnelsevéardena gor att systemet
efter ett par perioder utvedlar sig valdigt annalundajamfort med am ingen sadan andring av
begynnelsevardena hade gjorts.

Figuren hér intill ill ustrerar som exempel SIC

for den ganska ekla funktionen
T Xt=3,9-(X-1—%%,). Den svarta kurvan
hade begynnelsevardet xo =0,1000 och den

graa Xo =0,1002. Under de forsta stegen

0.8}

0.7}

0.6}

Xt

fram till t=7 mérks ingen stérre skill nad.

0.5}

Dérefter avviker de tva kurvorna dlt mer frén

0.4}

0al ] varandra.

02} ] Att funktionen i exemplet & ickelinjéar &

0.1

ingen till falli ghet. Ett nddvandigt vill kor for

att kaos «a kunra uppkanma & att det finns
nagot icke-linjart beroende.

For att beskriva dt systems utvedling sétts de n stycken variabler, som anger systemets
till sténd \id en visstidpunk, i en (n-dimensionell) vektor. Den punk som vektorn pekar ut
sétts sdan ini ett (n-dimensiondllt) till stAndsrum. Nar tiden gér och systemet andrar till stand
flyttar sig denna punkt i (det n-dimensionella) till standsrummet. Den kurva som bildas da
punkten flyttar sig kall as en trajektoria. For en kaotisk tidsserie gar denna trgjektoria oftainte
hur som helst i till standsrummet, utan den hildar ett monster, preds sm om den attraherades
av en visskurva. Den kurva som den attraheras av kall as sdregen attraktor. Dimensionen hos
den saregna attraktorn behover inte vara ett Heltal.

For systemet i exemplet ovan & antalet till stAndsvariabler n =1, namligen till sténdsvariabeln

xt. Det n-dimensionell a till standsrummet blir i detta fall 1-dimensionellt, dvs en linje, och
denna linje & nagon valfri linje (i exemplet parallell med den vertikala axeln i figuren).
Trajektorian for tva olika begynnelsetillstand ar plottad mot en tidsaxel i figuren ovan.

| praktiken ar tyvarr till stAndet x oftast okant, varfor det maste &erskapas. Detta kan goras
genom att helt enkelt ur en tidsserie ta dt antal (m stycken) punkter i tidsféljd och lagga dem i
en vektor. Om m & tillrackligt stort i forhdllande till n kan sedan antas att den nya

® En kurva kan ha en dimension >1 om den pa nagot satt ‘fyller upp’ en stdrre del av den
tillgangliga rymden an vad t ex en linje eller cirkel gor.
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(m-dimensionella) vektorn beskriver kanske inte samma, men aminstonde dt liknande
tillstand som (dem-dimensionella) tillstandsvektorn.

Att med Ggat skilja en tidsserie med ursprung i ett kaotiskt system fran en tidsserie med
ursprung i ett ekonamiskt system kan vara svart. Figurerna nedan visar dels OM Xindex minut
for minut, och dels en kaotisk funktion (Weierstrass funktion). Det bér inte vara uppenbart
vilken som &r vilken® Denna likhet mellan en deterministisk och en (troligen) stokastisk
process & en av orsakerna till det intrese som visats for metoder som anvands till att

beskriva kaotiska system, och om de dven kan anvandas pa ekonomiska system.

Korrelationsintegralen

Ett begrepp som visat sig anvandbart inom ekonametri & korrelationsintegralen, som
betecknas Cr.. Den anger den urgeférliga sanndikheten att en slumpvist utvald punk pa
trgjektorian i mrrummet & ‘néra en annan slumpvist utvald punk pa trajektorian. (Hur néra
som ska anses vara ‘nard bestdms av parametern ¢, v ilken dfta aiges i termer av
standardavvikelser.) Korrelationsintegralen réknar namligen antalet par av punker som &

nara varandra och dividerar med antalet mdjliga val av (olika) punktpar.

Korrelationsdimensionen d & gransvardet av dm = % da m vaxer samtidigt som ¢ blir

litet. Om det visar sig att det inte finns ndgot gransvarde, dvs d., 6kar nar m okar, innebér det

” Anledningen till att man inte behover ta med hur manga gamla varden som helst ar att
sadana pa grund av SIC sa snabbt forlorat sin inverkan pa det tillstand som ska skattas.
8 Den vanstra figuren ar Weierstrass funktion, och den hogra ar OMXindex.
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at procesen har en candigtdimensionell attraktor, vilket & detsasmma som att den &
stokastisk. Pa grundav att antalet matpunkter i praktiken allti d & begrénsat gar det emell ertid
inte dt skilja mellan en attraktor med hdg dimension ach en med céndlig dimension. Ett
annat problem med korelationsdimensionen & att den inte ger nagon information am
signifikansnivan for resultatet.

Vad ekonamiska tidsserier betréffar har det hittill s varit svéart att finna belagg for kaos,
kanske beroende pa &t de undersdkta tidsserierna har varit for korta, eller darfor att kaos
eventuellt inte kan uppadkas ver bruset. Alternativt kanske dar inte finns nagot kaotiskt att
upptacka.

BDS-testet

BDStestet, som utvedklats av Brock, Dechert och Scheinkman, ugdr fran
korrelationsintegralen, men forutsédtter ingenting om huruvida kaos forekommer i den
understkta tidsserien eller g. Utan att gora nagra antaganden am typ av fordelning kan det
visas att for oberoende och likaférdelade métvarden galler Cre = (Cy,)™, dér likhetstedknet
for andliga dataserier maste tolkas datistiskt. Daremot &r det sall synt att likheten ar upgfylld
(utom i spedakonstruerade fal) fér métvarden som inte & oberoende dler likafordelade.
Skillnaden Cm —(Cy,)™ ger sdledes ett métt pa om mitvardena & oberoende och
likafordelade dler g. For att kunrma utfora et statistiskt test av detta maste fordelningen for
skill naden vara kand. Det visades av Brock, Dechert och Scheinkman att fordelningen uncer

Vme

nollhypotesen om 11D for langa métserier & N(O, 7). dér L anger antalet métpunker och

Ve ar ett komplicerat uttryck (se nedan).

Genom att jamfora det standardiserade vérdet Wi = VT =" med n&gon lamplig

normalfordelningskvantil kan alltsd hypotesen om oberoende och likafordelning antingen
forkastas eler inte forkastas. Uttrycket ska vid IID vara férdelat enligt N(0,1), dvs
Wi ~ N(O, 1). Wi kan sdledes helt enkelt jamforas med +1.96 for 95% konfidens, eller
+2.58 for 99%, precis som vanligt. Hypotestest ar sedan latt att gora:

nollhypotesen ar  Ho: residualerna ar 11D,

och mothypotesen H;: residualerna ar inte IID.
Nollhypotesen kan férkastas aiWm:| > 1.96 resp| Wi | > 2.58.
BDS-testet har enligt Brock, Hsieh och LeBaron (1993 inte bra egenskaper for dataserier
kortare & 500 datapunkter. Kravet att fa ihop métserier med minst 500 métpunkter &r i
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ekonamisk analys en alvarlig begransning. Nar det géller t ex BNP ell er arbetsl6shet gar det
kanske at fa tag pa métvarden for varje manad. Métperioden skulle da behova stradka sig
over 32 ~ 40 &. Galer undersdkningen istéll et finansiell a data blir det l4ttare, d métvarden
gdr att fa med ett par sekunders intervall. Detta gor att ett par timmar radker for att fa ihop

500 finansiella matvarden.
Implementation av BDS-testet, steg for steg

Residualerna yi bdr ges den genomsnittli ga standardavvikelsen 1° Detta & det normala i
litteraturen, och det gors framst for att dlippa definiera ¢ som ¢ =ko. Istdllet séts altsa
standardavvikelsen o = 1, sa at ¢ =k, dar k>0 & en valbar konstant. For att residuaerna ska
fa variansen 1 keréknas Xi = fﬁ—l dér o, & den skattade standardavvikelsen for y, och x; &r
residualer standardiserade till variansen (och standardavvikelsen) 1.

Vdj nue pandgot lampligt satt. Definitionen av korrelationsintegralen kréver for att ge sa bra
resultat som majli gt att ¢ véjslitet. ¢ kan emellertid inte véljas hur litet som helst for andliga
tidsserier, eftersom da inga punker ligger ‘nara’ varandra. Det vanligaste & att vélja nagot
varde mellan 0.50ch 1.5standardavvikelser. Eftersom vi nu har standardavvikelsen 1vdjse i
intervallet [0.5; 1.5].1° Ett ¢ ur detta intervall brukar ge lagom manga punker som & ‘néara
varandra i det m-dimensionella rummet. Detta m maste ocksa védjas av den som gor
undersokningen, och det normala & att me [2; 10].** Eftersom man séllan vet vad m borde
vara & det vanligt att berakna testet for flera olika m. Den beskrivning som ges hér kréver att

m ar ett heltal. Denna inskrankning ar varken ovanlig eller orimlig.

Det som foljer nedan & med nodvandighet avsevart mera tekniskt och matematiskt detalj erat.
Det Matlab-program som visas i Appendix Il & en implementation av BDS-testet enligt
beskrivningen nedan. 6-funktione kommer att anvandas for att rékna antalet punkter som &r
‘ndra varandra, se garna Appendix | for matematiska definitioner. Séttet att méta narhet
mellan punker i ett m-dimensiondllt rum bestéms av vilken nam som anvands, se Appendix
| for en definitionen av narm (betedknas |- 1|). Likheten Cre = (C1,)™ som BDS-testet bygger
pa tycks krava gt max-normen anvands. Detta & dessuitom den nam som kréver minst

raknearbete.

® Standardavvikelse for matvarden gar alltid att berakna.

10 Detta beteckningssatt utlases: slutna intervallet fran 0.5 till 1.SluEtintervall innebar
att aven granserna tillhor intervallet.

1 Detta utlasean ligger i slutna intervallet mellan 2 och 10.
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Lat L vara antalet métpunkter, dvs antalet xi. DefinieraXim = (Xi, Xi+1, ..., Xi+m) , dvs vektorer
bestdende av m i tiden efter varandra f6ljande observationer x;; antalet sddana vektorer som
kan skapas & L-mt+1. Dessa Xim & de tidigare ndmnda m-vektorer som ska gproximera

tillstandet for en kaotisk process. Da kan korrelationsintegfagrapproximeras:

=1 L-m L-m+1

Cme=H75"H Z 2, 0~ lxam—xml). Detta & som synes ingen egentlig integral.
Uttrycket ovan bir emellertid samma som korrelationsintegralen i gréansen n — oo och ¢ — C.
Uttrycket kan kanske te sig ndgot komplicerat. En utydning av bestandsdelarna ges darfor:
I Xsm =Xl kan sigas beteckna arstdndet mellan de bada vektorerna Xsn och Xim (punkter i
det m-dimensionellarummet). Om avstandet & mindre & ¢ blir f-funktione 1, annars blir den
0. Summorna réknar sedan antalet punkter som &r tillrakligt ndra varandra, dvs antalet
gangerd —funktionen blir 1.

Att summationsgranserna ser ut som de gor beror dels pa at det radker att ta med varje par av
punker en gang, eftersom avstanden [[Xsm = Ximll och IIXim —Xsnll & lika stora (det spelar
ingen roll om avstandet méts fran punken Xsm till punken xim, eler fran punken xum till Xsm,
avstandet blir lika stort i bada riktningarna), och dels pa 4t det & ointressant att ta med
[ Xem = Xam|l  eftersom det dér inte & tva olika punkier (avstdndet mellan en punk Xsnoch sig
sjalv ar 0).

Divisionen med binomialkoefficienten 5" [ & sedan ett slags dandardisering, s at Cr,
skakunratolkas ©m en sanndikhet: Om allamgjli gapar av punker ligger ndra varandra blir
Cne =1, och om alla ar icke-nara bl = 0.

Om &en Ci berdknas, dvs korrelationsintegralen med m=1, kan nu differensen
Tme =Cme —(C1,)™ beréknas. Differensen T blir =0 om den berdknas for en serie
bestaende av oéandligt manga residualer som &r 11D, och den blir = 0 om residualernainte &
IID. | verkligheten har man givetvis aldrig oandigt manga métvarden, och darfor blir
skillnaden i allménhet inte exakt O aven om métvardena & IID. For att kunna veta om
avvikelsen fran ndl & signifikant eler inte maste nu dfferensen Tr, Standardiseras. Som

Vime

namnts tidigare & fordelningen for T vid oberoende och likafordelning N(O, =). Eftersom

vi vet att den har vantevardet 0 behover vi nu ‘bara’ berakna dess varians.

Den asymptotiska variansen ges enligt Brock et al (1996) av:
m-1 . . .
V2, = 4m(m- 2)C2™2(K, — C2) + K" = C2"+2 ¥ (CZ(Kf™ - C2™ ) - mC2™2(K, — C2)).
=1
Den intresserade kan 18sa om varfor denna ser ut preds om den gor in ibid. Observera dt
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C., med bara dt index, inte & detssmma som korrelationsintegralen Cre, aven om den
L

beraknas pé liknande sétt: C. = 75 ) ZLll O(e — lIxs1 =Xt 1) . Normen berdknas alltsii detta fall
for skillnaden mellan tva skaldrer xq ochxi. Tolkningen & liknande den tidigare: C, &
andelen par av punker som & nara varandra, men hér tas &ven hénsyn till ordning, och
punkerna behdver inte heller vara olika. Vid datorimplementation skulle symmetrin kunra
utnyttjas och en del berdkningstid kunra sparas genom att l1ata s istéll et varierafran 1till L-1,
och t ga frén s+1 till L, med insikt om att varje par av punker forekommer tva ganger, och
dessutom avstandet mellan en punkt och sig sjalv alltid &r mindre &an

K. paminner i sin tur or, och definieras:

L L L
Ke=15 21 21;% (e = lIxr1 — %1 1O(e = Ixs1 =% II).  Tolkningen &r att K. & andelen tripplar
r=1s=1t=

av tal, sadana att; ar naraxg samtidigt sonxs ar nara .

Berdkningen av K; kan stélatill problem om den implementeras ofdrsiktigt. Skrivs den som
tre stycken nastlade loopear, blir komplexiteten O(L3), vilket utlases att berakningstiden véxer
som antalet métvarden upphdt till 3. Det & heller inte till radkligt att ta hansyn till li knande
symmetriegenskaper som de som finns hos C,, eller att skriva programmet i ett |agnivasprak.
Symmetriegenskaperna sparar in uppskattningsvis 7/8 av de ursprungliga berékningarna.
Antag dessutom att |agnivaspraket (for att ge enkla overdagsrékningar) blir 64 ganger
snabbare @ det interpreterande Matlab. DA kan 8ndd ‘bara (8-64)3 =8 génger mer data
beabetas under en given tidsrymd. Béttre & da at istall et skriva om berékningen av K, sa at
den blirO(L?):*?

Det framgar att det for en given méangd data Xi finns ett begransat (dvs inte oandligt) antal
argument till O-funktione som &r intressanta. Bérja med att berékna 0-funktionens varden for
ala dessa och kalla dem 7rs: 7rs = O(¢ — X1 — Xs1 II); detta ger L? stycken funktionsvarden,
som antingen & O eller 1. Anordna dessa i en matris (matrisen blir symmetrisk, och ala
diagonalelement blir 1):

Uty T12 .. T

[l
T21 T22 ... T2L
[l

7% T2 ... T

(1)

OooOoaOono

12 Efter att ha gjort denna omskrivning av algoritmen, I6nar det sig givetvis att utnyttja
symmetrin och att anvanda lagnivasprak. Matlab-programmet i Appendix Il utnyttjar inte
symmetrin fullt ut, d& detta skulle férsvara utnyttjandet av matrisrakning, och darfor inte ger
nagon namnvard tidsvinst i Matlab.
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L

Bergkna sedan summan ©; = 2% 7ij av varje rad™® i matrisen (1), och lagradessai en vektor ©.
J:

Lagg déarefter samman skaéprodukten av varje rad i matrisen (1) med vektorn ©, dvs

L
beréknaic:z%% Ti1, Ti2, - TiL E-@)B Detta x (kappa) & véardet av trippelsumman, och
1=

Kg = %.
L L L

Att x verkligen blir lika medz1 thzl 0(e = IIxr1 — Xs1 1)6(e = IXs1 = Xu II) ska nu visas.
r=1s=1t=

Detta stycke kan darfor 6verhoppas utan att sammanhanget gar forlorat.
La som ovan trs=60(e— IX1 —Xa1ll). Att 7rs=1tg och 7 =1 framgér direkt ur denna
definition. Uttrycket for trippelsumman kan nuenkelt skrivas om genom att flytta zs utanfor

summationen Over

L L L L L

L L L
TrsTg = 21 21 Trs 21 Tg = 21 21 7rs®s .14 Vi ser nu att summan 6ver s kan tolkas sm
r=1 s t= r=1 s=

ﬂ
1l
iy
=
—
1l
iy

en skaaproduk av vektorerna 7 =(tr1, Tr2, ..7r) oOch O, AltsdA &

L L
2 Trs®s = Zl(fr - ®), vilket avslutar harledningen.
r=

=

M-
f

Det egentliga testvardet kan slutligen beréknas som ng=f\L/—rlmg. Vid IID gdaler, som
namnts, at?Wme ~ N(O, 1).

En sammanfattning av de ovanstaende stegen ges i ett forsok att 6ka overskadligheten:
1. Ta fram residualer fran nagon modell.

Standardisera dessa till variansen 1.

Valj e ochm.

Skapa den-dimensionella vektorernam och de 1-dimensionella vektorema.

o A O DN

Berdkna avstandet mellan alla m-dimensionella vektorer och jamfér med . Lagra
resultatet av jamforelsen (0 eller 1) i en matris (denna benamns p&nare
6. Berdkna asstandet mellan alla 1-dimensionella vektorer och jamfor med e. Lagra

resultatet av jamforelsen (0 eller 1) i en matris (denna benamns pénare

13 Eller kolumn, matrisen &r ju symmetrisk.

14 Uttrycket kan forenklas ytterligare pa samma sétt, sa att berakning@gLblir
Anledningen till att detta inte fullfdljs har ar att andra delar av berakningen aQqBgr
varfor tidsvinsten bliO(1). Tack till David Edgerton foér denna upplysning.
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. Berakna dessa matrisers respektive radsummor. Lagra resultatet i tva kolumnvektorer.
. Berakna kolumnsummorna i dessa vektorer var for sig.
. Berdkna summan av skaldrprodukten av varje rad i respektive matris med respektive

vektor.

10. Dividera resultatet fran berakningenm@i punkt 9 med.2. Resultatet blir d&..

11. Dividera resultatet fran berakningenm@i punkt 9 med.3. Resultatet blir d&..

12. Berakna summan av elementen ovanfér diagonalen i matriggohp6 var for sig.

13. Dividera resultatet av berakningen p& p5 i punk 12 med 3(m-L)(m-L-1),

Resultatet blilC .

14. Dividera resultatet av berakningen pd p6 i punk 12 med (L — 1)L. Resultatet blir

Cue.

15. Beraknal me SOMT = Cre — (C1)™.

16. Berakna variansen enligt uttrycket #g.. Allt som ingar i det ar beraknat ovan.

JT Tre

17. BDS-testvardet beraknas slutligen s@fir = —~v—_—.

Test av BDS-testet

Speciella egenskaper hos ekonomiska tidsserier

Ett vanligt antagande inom olika typer av ekonamisk teori ar att residualerna till uppstéllda

modell er & oberoende och namalférdelade. | verkliga tidsserier & férmodligen sdinte dltid

fallet, men ofta kan dessa modeller anda fungera ganska bra.

Ett exempel pa en sadan avvikelse fran namalfordelningen antydsi en snabb liten ill ustration

(som inte & huvudsyftet med denna uppsats): | finansiellatidsserier av typen aktieindex séger

den till ampliga teorin att vardet pa lang sikt vaxer exporentiellt, dvs sm ranta pa rénta, och

at tillvaxten sker oberoende av tidigare till vaxt. 1 Appendix Il visas olika histogram 6ver

indextill véxt.'® | varje histogram visas andelen indextill vaxter som faller inom varje intervall.

Arean under kurvan i ett intervall anger sanndikheten att en indextill véxt hamnar inom

intervallet. PA x-axeln & avsatt intervallens (logaritmerade) granser. Av diagrammen bd

framga at normalfordelningen stammer ddligt med dessa méatvarden. Det syns tydligast pa de

med logaritmerad y-axel (till hoger) att histogrammens svansar, dvs de yttre delarna, & nagot

tjockare an normalférdelningens svansar.

vardetav aktieindexvid tident

15 . —— .
Med indextillvaxt menar J@Qadetav aktieindexvid tiden precisforet *
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Cauchyfordelningen och simulering av cauchyférdelade slumptal

En férdelning som & bekant for att ha extremt tjocka svansar & cauchyférdelningen, &ven
kadnd som lorentzfordelningen. Forutom denna egenskap gors i foreliggande uppsats inga
uttalanden om andra likheter ell er 6vriga gemensamma egenskaper med verkliga ekonamiska
fordelningar. Téthetsfunktionen for cauchyfordelningen &  f(X) = Wi_mz) och
fordelningsfunktionen #r(x) = £ arctart=-).

_ o Diagrammet har intill visar
Cauchyfordelning (svart) och normalférdelning (grd). o =1, 1 =0
04 T T T T T T T T

sanndikhetstétheten for cauchyfordelningen

0.351

(svart kurva) till sammans med

o
w

normalfordelningen (gra kurva).

Utgaende fran rektangelfordelade slumptal®®
u, kan dumpta x med (godtycklig)
fordelningsfunktion F f& med hdp av

o
L

sannolikhetstéthet
o
N

)
&

01 inversmetoden x=F1(u). For

005 cauchyfordelningen innebar detta
— U " . .

e T ey e X=u+o-tans). Tal som & approximativt

" rektangelfordelade fas frdn en  vanlig

slumptalsalgoritm, dvs ‘slumptalen’ réknas fram av datorn. Detta gor att ‘Slumptalen’
egentligen inte & ett dugg sumpmassga, utan &r full sténdigt deterministiska. Algoritmens
komplexitet gor dock att for alla praktiska tillampningar kan slumptalen (eller
pseudo-slumptalen som de ocksa kallas) anda antas vara oberoende. En slumptalsalgoritm &r
for Ovrigt ett exempel pa en kaotisk processmed en sa hog korrelationsdimension d, att denna
i praktiken inte gér att skilja fran en process med aéndig korrelationsdimension, dws en

stokastisk process.
Test av BDS-testet for cauchyférdelade slumptal

Det gér att bevisa teoretiskt att BDS-testet fungerar, oberoende av vilken sorts fordelning
talen som undersoks har. Emellertid &r det inte dls gavklart att det fungerar lika brafor korta

tidserier med tjocka svansar.

16 Rektangelfordelade slumptal har lika stor sannolikhet att anta alla varden inom ett intervall,
i detta fall intervallet [0,1]. Om tathetsfunktionen ritas i diagram har den formen av en
rektangel.
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For att testa om BDS-testet skulle kunna anvandss till ekonamiska tidsserier, dven sadana
med tjocka svansar, ska nu BDS-testets uppforande undersbkas nar det matas med slumptal
fran den ndgot extrema cauchyfordelningen. For att ha nagot vakant att jamfora med matas
BDS-testet ocksa med slumptal frAn normalférdelningen.

Eftersom BDS-testet enligt Brock, Hsieh och LeBaron (1993 inte har bra egenskaper for
dataserier kortare & 500 dtapunkter, och av hansyn till till ganglig berdkningskapadtet
anvands hér dataserier med 500slumptal i varje. Pa grundav de nagot osékra (och mer eller
mindre godtyckliga) parametrarna ¢ och m till testet prévades fyra olika kombinationer, dar
¢=0.5 resp 0.8,och m=2 resp 4. For varje sddan kombination av ¢ och m, samt for bade
normal- och cauchyfordelningen beréknas testvardet 200 ganger, vilket bor vara till radligt

for att ge en uppfattning om testets egenskaper for cauchyférdelade shimptal.
Resultat och slutsats

Simuleringen gjordes i Matlab pa 25 st samtidiga Sun Ultra 1 arbetsstationer (jamférbara med
Pentium Il 233) och tog strax dver 2 timmar.
Antalet gangefWir| > 1.96, dvs antalet forkastningar pa 5%-nivan av 1ID-hypotes enligt

BDS-testet foljer i tabellform:

Cauchyftrdelning Normalfordelning
m= 2 4 2 4
epsilon=
0,5 10 11 11 23
0,8 9 10 12 14

Om vérdena i ovanstaende tabell divideras med antalet simuleringar (200 st) erhdlls andelen

forkastningar:

Cauchyférdelning Normalfordelning

m= 2 4 2 4

epsilon=
0,5 5,0% 5,5% 5,5% 11,5%
0,8 4,5% 5,0% 6,0% 7,0%

BDS-testet forkastar ibland ndlhypotesen, preds om ala andra statistiska test, att slumptal
& 1D, trots att den hypotesen & sann. Pa 5%-nivan & det forvantade vardet pa dlata i
ovanstdende andel-forkastningar-matris 5%, aminstonde om langden pa de dataserier som
BDS-testet kors pa kan anses gor. Det framgar att resultatet fér cauchyfordelningen ligger
7 Saledes ha?- 2- 2- 200 = 1600 berékningar av BDS-testvarden gjorts.
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narmre de forvantade vérdena @& namaférdelningen. Detta & testat for flera olika
kombinationer av m och ¢, varfor dutsatsen av undersokningen maste vara dt BDS-testet
faktiskt verkar fungera béttre for cauchyfordelade slumptal an for normalfordelade, i allafal i
omradet kring dessam och ¢, och for 500€ll er fler sumptal. Ekonamiska tidserier bor kunma
anses ligga nagonstans mellan namafordelningen och cauchyfordelningen  betréff ande
svansarnas gorlek. Denna undersokning kan darfor inte forkasta BDS-testet som metod inom
ekonamisk tidsserieanalys, utan tvartom verkar altsi de tjocka svansarna ha en pasitiv

inverkan pa BDS-testets egenskaper i korta serier.

Test for oberoende och likafordelning i finansiella data

Samma finansiella data som anvants for att illustrera de tjocka svansarna i ekonamiska
tidsserier kommer nu att anvandas till att testa forekomst av ickelineaiteter i finansiella
tidsserier. De tre serier som anvands ar:

la. Affarsvarldens generalindex (Afgx) jan 1949-dec 1997, manadsvis, 588 observationer.
2a. Affarsvarldens generalindex maj 1994-maj 1998, dagsvis, 879 observationer.

3a. OMX-index sept 1994-okt 1994, minutvis, 10655 observatiéner.

Affarsvarldens generalindex & ett vardeviktat index av bdagen p& Stockhdmsbdrsens
A-lista.

OMX-index ar ett vardeviktat index av de 30 mest omsatta bolagen p& Stockholmsborsen.
Minutdata i serie 3a kan stéla till problem genom att bérshandeln inte fungerar pa preds
samma sétt vid bérsens 6ppringen som under resten av dagen. En extratidsserie 3b har darfor
skapats innehdllande enbart avkastning hanforlig till tiden 1015-16:00. Denna innehdll er
10161 indexavkastningar.

Tidssrie 3a och 3b stdller dessutom till med tekniska problem, genom att de &
forhall andevis langa. De delas darfor uppi 3 urgefar lika stora delar med ca 3500 punker i
varje™

Maénadsdatai serie 1akan ocksa stdlatill problem genom att den stradker sig 6ver sdlang tid,
under vilken bdshandeln forandrats en hel del, t ex genom inférandet av ett elektroniskt

handelssystem.

18 Tidsserien OMX-index med minutvisa observationer tillhandahdlls ursprungligen av Lars
Nordén, Nationalekonomiska institutionen, Lunds universitet.

1° Sa som Matlabprogrammet i Appendix IIl ar skrivet skulle det annars behovas
minnesutrymme i storleksordningen gigabyte.
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Dagsdata i serie 2a ger &ven den upphotill en hel del problem. | tidsserien saknas namligen
vissa handelsdagar, varfor avkastningar enbart beréknats for de dagar da det inte saknats
nagot av de tva varden som behdvs. Man skull e ocksd kunma misgéankta gt avkastning over
vedkosluten inte beter sig likadant som avkastning under vedkan. En extra tidssrie 2b har
darfor skapats dar avkastning 6ver vedosluten (fre-man) inte finns med. Tidsserie 2b bestar
av 709 varden.

Indexvérdet antas Oka exporentiellt (pa lang sikt), liksom ranta-paranta® Darfor réknas

. . . .. . .. — indexvardevid tident
tidsserien om till en sorts ranta, eller tillvaxtfaktor: 1+t = gorardenic tdenmarmasinmant -

Eftersom borsvérdet i princip kan varieramellan 0 ach odndigheten ([0, «[) blir det intervall
som tillvéxtfaktorn 1+r k an variera inom osymmetriskt: [0,o0[. Genom att logaritmera
till vaxtfaktorn blir intervallet symmetiskt: log(1+r; kan di varierainom ] —oo,[. Denna
logaritmering paverkar inte den eventuella férekomsten av egenskaperna oberoende dler
likaférdelning, men den b& ge en forvantad fordelningsfunktion som ar symmetrisk. Det test
som gjordes ovan av BDS-testet utfordes med simulerade data fran symmetriska fordelningar,
varfor ett underldtande at gora logaritmeringen skulle kunna kompromettera den fortsatta
understkningen. Eftersom r, ocksa forvantas ha et positivt medelvarde (dvs + 0) har detta
subtraherats bort. Till vaxtfaktorerna minskade med medelvéardet ska darefter enligt teorin
vara oberoende och likaférdelade (och givetvis ha vantewbile

Vad sédva testet betrdffar har alla ovanstdende serier fler an 500 métpunker, varfor
BDS-testet kan forvantas vara nagot narmare sin asymptotiska fordelning @n for de ovan
testade slumptalssrierna. De foljande testerna kommer ocksa at utforas for samma val av

kombinationer avn oche.
Resultat och slutsats

Nedanstaende tabeller visar BDS-vaMkt for nagra olika val am oche.

W Afgx manad Afgx dag Afgx dag utan helger
m= 2 4 2 4 2 4
epsilon=

0.5 5,34 9,64 3,91 5,71 3,97 6,14
0.8 5,33 9,92 3,60 5,82 3,67 5,89

20 Ranta pa ranta enligt den vanliga form@lrr)(1 +re-1)...(1 +ro).
19



OMX minut 10.15-16.00
W OMX minut 1/3 OMX minut 2/3 OMX minut 3/3 del 1/3 del 2/3 del 3/3
m= 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
epsilon=
0.5 9,34 11,71 10,30 10,39 12,85 12,65 9,05 11,09 8,88 8,51 10,96 10,40
0.8 11,27 12,73 12,28 12,37 14,63 14,01 10,55 11,33 10,29 9,60 13,62 12,37

Eftersom den asymptotiska fordelningen for detta varde & N(0,1) framgdr att sanndikheten
att fa dt lika stort eller stérre Wiy, for andra métvarden som verkligen ar oberoende och
likafordelade, bdr vara mycket liten. Denna sanndikhet kall as p-vérde. Det &r tydligt att det
finns en ganska stor sakerhetsmarginal for avvikelsen fran asymptotisk normalférdelning for
BDS-testet. Enligt simuleringar gjorda av Brock, Hsieh och LeBaron (1993 & BDS-testets
1%-kvantiler vid 500 normalférdelade slumptal for olikache 2

m= 2 4

&=

0,5 -2,62;3,00 -3,08;3,64

1 -2,37,2,61 -2,33;2,87

Den ovan genomforda simuleringen antydde dt BDS-testets uppférande med cauchyfordel ade
slumptal &minstonce inte forsamrades jamfort med namalfoérdelade slumptal. Jag gor en
(inte sarskilt vagad) gissiing om att residualerna fran de finansiella tidsserierna har en
fordelning nagonstans mellan namalférdelning och cauchyfordelning. Eftersom jag har
réknat med ¢ = 0,8 (som inte tabell erats av Brock et d) tvingas jag anta dt ¢ =0, 8 inte har
sdmre (dvs till belopp storre) kvantiler 8n det sdmsta av ¢=0,50ch ¢=1,0. Med des:a
antaganden & samtliga resultat i ovanstaende resultattabell signifikant skilda fran ndl pa
1%-nivan.
En annan intressant detalj &r att alla Wre blev pasitiva (>0), men arsaken till detta & inte
uppenbar. En rimlig gssing & att samma bakomliggande struktur &r orsak till al pavisad
avvikelse fran 1ID.
Tabellerna nedan visar hur stort p-vérdet &, under antagande dt férdelningen istéllet &
N(0,1). Omp-vardet & mindre &n 5% ( = 5E-2) ar resultatet signifikant*.

wW Afgx manad Afgx dag Afgx dag utan helger
m= 2 4 2 4 2 4
epsilon=

0.5 9,E-08 <1E-15 9,E-05 1,E-08 7,E-05 8,E-10
0.8 1,E-07 <1E-15 3,E-04 6,E-09 2,E-04 4,E-09

21 Jfr normalférdelningskvantilen 1942.58.
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OMX minut 10.15-16.00
W OMX minut 1/3 OMX minut 2/3 OMX minut 3/3 del 1/3 del 2/3 del 3/3
m= 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
epsilon=
0.5 <1E-18 <1E-26 <1E-22 <1E-22 <1E-32 <1E-32| <1E-18 <1E-26 <1E-14 <l1E-14 <1E-22 <1E-22
0.8 <1E-26 <1E-32 <1E-32 <1E-32 <1E-43 <1E-43| <1E-22 <1E-26 <1E-22 <1E-18 <1E-37 <1E-32

Vi ser att p-vardena & extremt sma Hypotesen om oberoende och li kafordelning kan sdledes
forkastas med stor sakerhet, for alla serier, och dessaval av m och ¢. Slutsatsen maste bli att
den ovan beskrivna modellen (exporentiell till véxt med obkeroende, likaférdelade
avkastningar) & ofullstandig. Ingen ledtrdd ges emellertid betréffande vilken typ av
modifiering av modellen som bdr goras; det enda som &r klart & att det finns information

kvar i residualerna som istéallet borde finnas med i modellen.

Test for ickelinearitet i finansiella data

For att kunma gora uttalanden over eventuella ickelineaiteter maste forst till ses att inget
linjart beroende finns i de data BDStestet kors pa. | Appendix IV visas darfor utdrag ur en
SPSSkorning, dar det forst utforts test (Box-Ljung) for autokorrelation?? Nagot forvanande
hittas sgnifikant autokorrelation i samtliga tidsserier. Den minsta ARMAmodell som tar bort
al signifikant autokorrelation, ach vars koefficienter for hégsta ordningens termer &
signifikant skilda fran ndl,* anpassas till ti dsserierna. Residuaerna uppvsar darefter ingen
signifikant autokorrelation. De modeller som visade sig upgfylla detta var for serie la
ARMA(0,1), 2a ARMA(4,4), 2k ARMA(7,7), 3a ARMA(6,6), 30 ARMA(5,4). Det &
ocksa forvanande at si manga termer kom med i modellerna. Det som & intressant for den
fortsatta undersokningen i denna uppsats & emell ertid endast att autokorrelation inte langre &
ett problem. Residualerna fran ARMA-modell erna bildar nu 5 nya tidsserier, motsvarande de
5 gamla 1a, 2a, 2b, 3a, 3b.

Dessa nya tidsserier korsin i BDStestet. Om resultatet aven nu visar att 11D kan forkastas s

kan slutsatsen bli att det finns ickelineariteter i aktieindex.

22 SPSS ar ett standardprogram for statistiska berakningar som anvands framst inom de
sociala vetenskaperna.

23 Hogsta ordningens koefficienter for ARMA(4,4) ar de enda hogsta ordningens koefficienter
som inte blir signifikanta.
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Resultat och slutsats

Nedanstaende tabeller visar BDS-vardet Wi for nagra olika val av m och ¢ for de nya

tidsserier som bildats da eventuell autokorrelation tagits bort.

Afgx manad Afgx dag Afgx dag utan helger
m= 2 4 2 4 2 4
epsilon=
0.5 5,38 10,19 3,73 5,47 4,50 6,21
0.8 5,10 10,01 3,36 5,37 4,74 5,61

OMX minut 10.15-16.00

OMX minut /3  OMX minut 2/3 OMX minut 3/3 |[del 1/3 del 2/3 del 3/3
m= 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4
epsilon=
0.5 12,93 15,02 15,54 15,23 17,73 16,83| 14,16 16,09 15,24 1530 17,85 16,98
0.8 13,78 15,42 16,97 15,97 19,72 18,31| 14,62 1594 16,04 1513 19,44 17,81

Man ser att ala testresultaten for OMXminut blivit stérre nu rér eventuell autokorrelation
tagits bort. Om detta beror pa dt avvikelsen fran 1D blivit tydligare for BDS-testet, eller pa
att anpassningarna med ARMA-modellerna inte var sa lyckade framgar emellertid inte. |
Ovrigt avviker inte testresultaten spedellt mycket fran de tidigare testerna (som utfordes nar
serierna hade signifikant autokorrelation). Samtliga tester i ovanstaende tabell forkastar
noll hypatesen: 11D, med 99% approximativ signifikans, och detta kan altsa inte langre bero
pa autokorrelation.

Slutsatsen maste darfor bli att det finns ickelinjart beroende i aktieindexavkastning. Vad som
orsakar detta & inte klart. Inte heller & det klart hur detta beroende ska komma med i den
ursprungliga modellen. Som ndmndes i avsnittet bakgrund & darfor ARCH eller GARCH en

rimlig forsta gissning?

24 Det fortjanar att an en gang namnas att aven kaotiska system har ickelinjart beroende i sig,
men ickelinjart beroende implicerar inte kaos.
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Sammanfattning

BDS-testet for oberoende och likaférdelning har beskrivits. Genom simulering har undersokts
hur ndgra av BDS-testets egenskaper forandras, nér tidsserier med ovanligt tjocka svansar i
fordelningsfunktionen testas. Detta har jamforts med BDS-test for simulerade
normalfordel ade tidsserier. Resultatet blev att BDS-testets egenskaper inte forsdmras, tvértom

verkar de bli battre. Allts kan BDS-testet anvandas for att undersdka ekonomiska tidsserier.

BDStestet har sedan anvants for att undersbka oberoende och likaférdelning i
aktieindexavkastning. For samtliga undersokta tidsserier blev resultatet att hypotesen om
oberoende och likaférdelning kunde forkastas med stor sékerhet, for flera olika val av de

‘godtyckliga’ parametrarna. Slutsatsen blev att tidsserierna inte ar I1D.

Dérefter togs eventuellt linjart beroende bort fran tidsserierna, och BDS-testet anvandes
aterigen. Nollhypotesen, som nu var inget ickelinjart beroende, kunck forkastas med stor
saékerhet for flera olika val av de ‘godtyckliga parametrarna. Slutsatsen bev att tidsserierna

uppvisar icke-linearitet.
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Appendix | Matematiska definitioner

H | kallas binomialkoefficient, och anger antalet olika st att kombinera b st objekt ur a
mdjli ga (utan hénsyn till ordningen, ach utan att ha med samma objekt tva dler fler ganger i

en viss kombination). Binomialkoefficienterna berakpis|= 525

6(a) benamns stegfunktion; den & 0 for a< 0, och 1 fér a>0. (Funktionen & egentligen inte
definierad féra=0, men jag har anvant ovanstaende definition.)

Betedkningen llall star for normen av a, vilket & ett métt pa storleken av a. Det finns oandigt
manga olika nomer, men de vanligaste & ett-, tvd och odndlighetsnormen
(llall4, llall,, ochllall,). For vektorer &r det ganska enkelt att berdkna normer: 1-normen &r
den storsta kolumnsumman?®, céandlighetsnormen den stérsta radsumman, och 2-normen &r
den geometriska langden av vektorn.?® Max-normen & en sammanfattande benamning av bl a
1-normen for radvektorer och oandlighetsnormen for kolumnvektorer. Den ber&knas genom
att helt enkelt ta det storsta elementet.

En skalér & ett tal, och kan tolkas sm t ex en Ix1-matris eller en vektor med bara dt

element.

5 Kolumnsumma = summan av absolutbeloppet av elementen i en kolumn. F6r en radvektor
blir den storsta kolumnsumman helt enkelt det element som har stérst absolutbelopp.

%6 Den geometriska langden av en vektor = roten ur(summan av (kvadraten av varje
element))).
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Appendix Il lllustration av tjocka svansar

Foljande histogram visar fordelningen for (logaritmerade) indexavkastningar. Minst 5
observationer finnsi varje intervall (utom det sista). Lagg mérket till att svansarna & tjockare
an namafordelningens, vilket syns tydligast pa diagrammen till hoger med logaritmerad
sannolikhetstathet.
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Histogram &ver indexavkastning och anpassad normalftrdelning

Histogram 6ver indexavkastning och anpassad normalftrdelning
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Appendix lIl Matlabprogram for BDS-test

Bdsf.m:

% Detta program raknar ut ett bds-testvarde som ar asymptotiskt N(0,1) om
matdata ar IID

% detta program fungerar for m>=2, liksom sats 2.2 i Brock et al (1996)

% function Wm=bdsf(m,epsilon,matdata);

% Matdata bor ges som en kolumn.

function Wm=bdsf(m,epsilon,matdata);

% standardisera: (-> varians=1)
matdata=matdata/std(matdata);

n=length(matdata);
%bds-test

% Cm(m,epsilon,matdata)=1/n*2*{antal par i,j sddana att:
[|Xi,m-Xj,m]||<epsilon}
[Cm_m, C1, C, K]=Km(m,epsilon,matdata);

Tm=Cm_m-C1"m,;

% berakna variansen:

summan=0;

for j=1:m-1,
summan=summan-+C~(2*))*(K(m-j)-C(2*m-2%)))-m*C"(2*m-2)*(K-C"2);

end,

Vm=sqgrt(4*(m*(m-2)*C*(2*m-2)*(K-C"2)+K"m-C*(2*m)+2*summan));

% Wm ar N(0,1) vid IID. Jamfor abs(Wm) med t ex 1.96.
Wm=sqrt(n)*Tm/Vm;

% (Programmet anropar funktionen 'Km', se nedan)

% S& har raknar man ut hur lang tid detta program kommer att kéra pa en
dator med en AMD-K6-233 processor:

% 2*(antal méatpunkter/400)"2 = antal minuter

Km.m

% Programmet beréknar C och K som behdvs for att berdkna bdstest-variansen.

% Dessutom beraknas C(m,epsilon,matdata) och C(1,epsilon,matdata)
% Km(m,epsilon,matdata)~=1/n"3*{antal par i,j,k sddana att:
[|Xi,m-Xj,m]||<epsilon och ...}

function [yCm, yC1, y2, y1]=Km(m,epsilon,matdata);
n=length(matdata);

% skapa alla vektorer som kan behdvas:
% en gang racker ((for varje m))
% O(n):
Xim=[J;
for i=1:n-m+1,
Xim(i,:)=matdata(i:i+m-1)'; % detta ger vektorerna som kolumner
end;
Xil=[];
for i=1:n-1+1,
Xil(i,:)=matdata(i:i)’; % detta ger vektorerna som kolumner
end;

% berékna alla normer och jamfér med epsilon
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% O(n"2):
integrandm=zeros(n-m+1);
for i=1:n-m+1,
for j=1:n-m+1,
if (norm(Xim(i,:)-Xim(j,:),inf)-epsilon)<0,
integrandm(i,j)=1;
end;
end;
end;
integrandl=zeros(n-1+1);
for i=1:n-1+1,
for j=1:n-1+1,
if (norm(Xil(i,:)-Xi1(j,:),inf)-epsilon)<0,
integrand1(i,j)=1;
end;
end;
end;

% berakna radsummorna:

% (&r bra att ha senare)

% O(n"2):

radsummam=[];

radsummam=sum(integrandm,2); % radsumma (blir kolumnvektor)
radsummal=[];

radsummal=sum(integrandl,2);

% berdkna vardet av dubbelsumman:
% O(n):
antall=sum(radsummal); % rakna antalet 1:or i matrisen

% berékna véardet av trippelsumman:

% O(n"2):

antal=0;

for i=1:n-1+1,
antal=antal+integrandi(i,:)*radsummal;

end;

% berakna vardet av korrelationsintegralen C(m,epsilon,matdata) och
C(1,epsilon,matdata)
antalCm=0;
for i=1:n-m+1,
antalCm=antalCm+sum(integrandm(i,i+1:n-m+1),2);
end; % dvs summera elementen ovanfor (eller under) diagonalen
antalC1=0;
for i=1:n,
antalCl=antalCl+sum(integrandl(i,i+1:n),2);
end;

y2=antall/(n-1+1)"2;

yl=antal/(n-1+1)"3;

% har divideras inte med n"2 eftersom serien inte &r 'tillréckligt stor'
yCm=antalCm/((m-n)*(m-n-1)/2);

yCl=antalC1/((1-n)*(1-n-1)/2);
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Appendix IV SPSSkorning

Om slutsatsen ska kunna bli ickelinearitet eller inte efter ett BDS-test maste ev linjara komponenter tas bort innan

BDS-testet kors, for att pa s vis utesluta autokorrelation ur mothypotesen.

Jag anvander for detta SPSS, eftersom det ger snabb och forhéllandevis smartfri kontroll av autokorrelation och anpassning av
ARIMA-modell. Utskriften nedan é&r starkt nedkortad.

Modell 1:

Test av autokorrelation visar, konstigt nog, att det finns linjar korrelation mellan residualerna.

Lésningen pa denna autokorrelation blir darfor att anpassa en lamplig ARIMA-modell och géra om autokorrelationstestet for
residualerna frdn denna ARIMA-modell.

ACF
Auto- Stand.

Lag Corr. Err.-1 -75 -5-25 0 .25 .5 .75 1 Box-Ljung Prob.
B s T e
1 .151 .041 A ol 13.433 .000

Nédansténde utskrift visar den ARIMA(0,0,1)-modell som visade sig signifikant for tidsserie 1.
A”rima
DF Adj. Sum of Squares Residual Variance
Residuals 586 1.2482005 .00212994
Variables in the Model:
B SEB  T-RATIO APPROX. PROB.
MA1 -.15964196 .04078803 -3.9139418 .00010146

Nedanst&ende utskrift visar att residualerna fran ARIMA(0,0,1)-modellen nu blivit fria frn signifikant autokorrelation:
ACF

Auto- Stand.

Lag Corr. Err.-1 -75 -5-25 0 .25 .5 .75 1 Box-Ljung Prob.
B T e S B

1 -.003 .041 Lr .006 .941
2 -.012 .041 SE .091 .956
3 .057 .041 LI 2.044 .563
4 .003 .041 SE 2.048 .727
5 -.007 .041 Lr 2.077 .838
6 .072 .041 I*, 5.134 527
7 -.015 .041 Lr 5.264 .628
8 -.030 .041 *. 5785 .671
9 .041 .041 I*. 6.780 .660
10 .028 .041 I*, 7.262 .701
11 .049 .041 I*. 8.717 .648
12 .024 .041 * 9.074 .697
13 -.046 .041 Al 10.367 .664
14 -.027 .041 Nl 10.817 .700
15 -.034 .041 Al 11.523 .715
16 -.097 .041 ** 17.260 .369
Tidsserie 2:

Test for autokorrelation:

ACF

Auto- Stand.

Lag Corr. Err.-1 -75 -5-25 0 .25 .5 .75 1 Box-Ljung Prob.
B s T e

1 .050 .034 I* 2.185 .139
2 -.004 .034 X 2201 .333
3 -.006 .034 X 2232 .526
4 -112 .034 *I 13.369 .010
5 -.023 .034 X 13.822 .017
6 .066 .034 I* 17.656 .007
7 -.028 .034 *1. 18.365 .010
8 .021 .034 . 18.754 .016
9 .037 .034 I* 19.941 .018
10 .018 .033 x 20.221 .027
11 .038 .033 I* 21.529 .028
12 .001 .033 A 21.530 .043
13 .003 .033 > 21.539 .063
14 .018 .033 x 21.829 .082
15 -.021 .033 X 22238 .102
16 -.047 .033 . 24.205 .085

Testet visar pa en signifikant autokorrelation pa tidsavstandet 4. Ingen signifikant ARIMAmodell kan emellertid anpassas till
dessa matvarden, varfor den detekterade autokorrelationen antagligen orsakats pa slumpen. For att vara séker pa att

BDS-testet inte ger utslag for denna autokorrelation skapas &nda en ny serie av residualer till ARIMA(4,0,4):
Arima

DF Adj. Sum of Squares Residual Variance

Residuals 871 .08041741 .00009231
Variables in the Model:

B SEB  T-RATIO APPROX. PROB.

AR1 .10577627 .23367274 .4526684 .65090026
AR2 -.39181951 .19310869 -2.0290103 04276095
AR3 .50890930 .18847631 2.7001234 .00706583
AR4 -51272908 .22539613 -2.2747909 02316081
MA1 .05652390 .24714172 .2287105 .81914764
MA2 -39396748 .20479678 -1.9236996 05471788
MA3  .52345134 .20061097 2.6092857 .00922877
MA4  -41150219 .23940169 -1.7188776 08599199
Residualerna ar nu &tminstonde okorrelerade:

ACF

Auto- Stand.

Lag Corr. Err.-1 -75 -5-25 0 .25 .5 .75 1 Box-Ljung Prob.
B T e S B

1 .001 .034 > .002 .966
2 -.007 .034 X .040 .980
3 .027 .034 I* .679 .878
4 -.026 .034 . 1.267 .867
5 -.004 .034 X 1.283 .937
6 .057 .034 I* 4.142 657
7 -.005 .034 X 4161 .761
8 -.007 .034 X 4.210 .838
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9 .009 .034 A 4.284 .892

10 .050 .033 JI* 6.472 774
11 .024 .033 A 6.967 .802
12 -.020 .033 . 7.306 .837
13 .036 .033 A* 8.488 .810
14 .010 .033 > 8.578 .857
15 -.033 .033 *1. 9.576 .846
16 -.015 .033 . 9.771 .878
Tidsserie 3:

Denna visar ocksa signifikanta autokorrelationer:

ACF

Auto- Stand.

Lag Corr. Err.-1 -75 -5-25 0 .25 .5 .75 1 Box-Ljung Prob.
B s T e

1 -.020 .037 * 277 598

2 .082 .037 A* 5.026 .081

3 -.132 .037 ** . 17.429 .001
4 -020 .037 et 17.722 .001
5 .043 .037 Nid 19.076 .002
6 -.089 .037 * 1. 24.753 .000
7 .081 .037 A* 29.441 .000
8 .001 .037 * 29.442 .000
9 .027 .037 N 29.970 .000
10 -.009 .037 X 30.029 .001
11 -.015 .037 R 30.199 .001
12 -.016 .037 X 30.374 .002
13 -.007 .037 * 30.409 .004
14 -.030 .037 *. 31.048 .005
15 .039 .037 N 32.150 .006
16 .037 .037 N 33.170 .007

ARIMA(7,0,7) anpassas: (vilket &r ndgot forvdnande; sdana autokorrelationer bér inte kunna vara bestéende éver tiden)

Arima
DF Adj. Sum of Squares Residual Variance

Residuals 695 .05746982 .00008262
Variables in the Model:
B SEB T-RATIO APPROX. PROB.

AR1 -.79257349 .23513019 -3.3707857 .00079100
AR2 -75994012 .20946480 -3.6280087 .00030654
AR3 -.66637772 .28684785 -2.3231052 .02046123
AR4  -.48098052 .25422240 -1.8919675 05891074
AR5 -57678714 .24460446 -2.3580402 .01864777
AR6 -.69697848 .17453590 -3.9933244 .00007209
AR7 -.62239513 .15130804 -4.1134306 .00004365
MA1 -79866199 .23366439 -3.4179876 .00066765
MA2 -.83934133 .22589954 -3.7155514 .00021905
MA3 -58409573 .31684164 -1.8434942 06568245
MA4  -.44253513 .27779121 -1.5930494 .11160377
MA5 -56967663 .27311336 -2.0858614 .03735531
MA6 -.58552044 .20006225 -2.9266913 .00353773
MA7 -.65314741 .15249772 -4.2829978 .00002104
Residualerna blir &tminstonde fria fran autokorrelation:

ACF

Auto- Stand.

Lag Corr. 1-75-5-25 0 .25 .5 .75 1 Box-Ljung Prob.
1 .000 .000 .993
2 .022 .348 .840
3 -.013 464 927
4 -018 703 .951
5 -.001 .704 .983
6 .014 .855 .991
7 -.002 .857 .997
8 -.021 1.185 .997
9 .012 1.286 .998
10 -.022 1.620 .999
11 .028 2.192 .998
12 -011 2.281 .999
13 -.024 2.681 .999
14 .027 3.199 .999
15 .025 A 3.636 .999
16 .000 .037 > 3.636 .999
Tidsserie 4:

Autokorrelationen ar mycket tidlig for minutdata (korrelationen avtar dock snabbt):
ACF

Auto- Stand.
Lag Corr. Err.-1 5-25 0 .25 .5 .75 1 Box-Ljung Prob.
+-- N

1 -.267 .010 760.687 .000

2 .011 .010 * 761.989 .000

3 .035 .010 I* 774.779 .000

4 .042 .010 I* 793.659 .000

5 .020 .010 * 797.745 .000

6 .002 .010 * 797.776 .000

Anpassniné av ARIMAmodell: ARIMA(6,0,6) ger signifikanta hogstakoefficienter.
Arima

DF Adj. Sum of Squares Residual Variance
Residuals 10642 .00312692 .00000029
Variables in the Model:
B SEB T-RATIO APPROX. PROB.

AR1 8723589 .18800006 4.6402054 .00000352
AR2 5694927 .17690944 3.2191200 .00128970
AR3  -.4542639 .20734346 -2.1908766 .02848233
AR4  -7081227 .17039047 -4.1558820 .00003266
AR5 6398616 .14230596 4.4963794 .00000699
AR6 -.1317831 .03506465 -3.7582882 .00017199
MA1 1.1630092 .18784224 6.1914144 .00000000
MA2  .2909944 .20715080 1.4047469 16012575
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MA3  -.6440285 .21414056 -3.0075038 .00264018

MA4  -5743911 .17904382 -3.2081032 .00134009

MA5 .8828716 .17723815 4.9812728 .00000064

MA6 -.3151211 .06110241 -5.1572607 .00000026
Residualerna undersoks nedan. Ingen korrelation uppvisas:

ACF

Auto- Stand.

Lag Corr. Err.-1 -75 -5-25 0 .25 .5 .75 1 Box-Ljung Prob.

B s T e
1 .000 .010 * .002 .962
2 -.002 .010 * .056 .972
3 .003 .010 * .160 .984
4 -001 .010 * 174 996
5 -.003 .010 * .246 .999
6 -.002 .010 * .308 .999
7 .003 .010 * .396 1.000
8 .001 .010 * .406 1.000
9 .000 .010 * .407 1.000
10 -.001 .010 * .428 1.000
11 -.008 .010 * 1.045 1.000
12 -.005 .010 * 1.284 1.000
13 .002 .010 * 1.314 1.000
14 .015 .010 * 3.833 .996
15 .002 .010 * 3.887 .998
16 -.010 .010 * 4.894 .996
Tidsserie 5:

Test for autokorrelation:

ACF

Auto- Stand.

Lag Corr. Err.-1 -75 -5-25 0 .25 .5 .75 1 Box-Ljung Prob.
B

1-309 .010 k| 967.374 .000
2 -.007 .010 * 967.906 .000
3 .012 .010 * 969.481 .000
4 .025 .010 I* 975.980 .000
5 .003 .010 * 976.061 .000
6 -.009 .010 * 976.876 .000
7 .016 .010 * 979.495 .000
En ARIMA(5,0,4)modell visar sig vara signifikant:

Arima

DF Adj. Sum of Squares Residual Variance
Residuals 10152 .00279658 .00000028
Variables in the Model:
B SEB  T-RATIO APPROX.PROB.

AR1 -72664021 .10516533 -6.9095035 .00000000

AR2 .31519603 .10193274 3.0921960 .00199220

AR3 .77818692 .10186091 7.6397013 .00000000

AR4 13897475 .09550725 1.4551225 .14566627

AR5 .06189057 .02813141 2.2000519 .02782566

MA1 -.37956933 .10519035 -3.6084044 .00030957

MA2 56835544 .09328481 6.0926902 .00000000

MA3  .64613365 .09665535 6.6849235 .00000000

MA4 -17321661 .08583892 -2.0179263 .04362519

Test av residualerna fr&n denna ARIMA-modell visar att de nu &r okorrelerade:

ACF

Auto- Stand.

Lag Corr. Err.-1 -75 -5-25 0 .25 .5 .75 1 Box-Ljung Prob.
B s T e

1 .000 .010 * .000 .995
2 .000 .010 * .001 1.000
3 .000 .010 * .001 1.000
4 .004 .010 * .135 .998
5 .000 .010 * .137 1.000
6 -.007 .010 * .587 .997



